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Se consideran dos de las llamadas ecuaciones de Riccati, a saber,
• La estudiada por Daniel Bernoulli, y generalmente llamada ecuacio´n reducida de Riccati
ux = u2 +R(x).
• La llamada (1763) por D’Alembert, ecuacio´n generalizada de Riccati
ux = L(x)u2 +M(x)u+N (x).
Para funciones L(x), M(x), N (x) cualesquiera, la ecuacio´n de Riccati no es, en general, soluble
mediante cuadraturas.
La cuestio´n aqu´ı, pra´cticamente, es la de que´ tanto permite avanzar en el estudio de la ecuacio´n
la introduccio´n de los grupos de Lie; adema´s, la de si la consideracio´n de los me´todos de solucio´n
mediante grupos de Lie permite esclarecer la estructura de las ecuaciones de Riccati que admiten
grupos de Lie, o la del conjunto de soluciones.
Si se logra determinar para una ecuacio´n, o una familia de ecuaciones, de Riccati un grupo de
Lie mediante el cual la ecuacio´n sea invariante, es posible que puedan enunciarse propiedades
geome´tricas de la ecuacio´n, o de la familia de ecuaciones.
Se usa un condicional, dado que no toda operacio´n algebraica tiene una interpretacio´n geome´tri-
ca.
Ecuacio´n determinante de simetr´ıas
Los axiomas para tal estructura pueden ser presentados como sigue [?].
Se consideran abiertos en espacios euclidianos Er, En y una aplicacio´n C∞
E
r × En → En,
(p, x)→ g(x, p),
donde los signos x = (x1, . . . , xn) indican puntos de En y van a designar las coordenadas; y
donde p = (p1, . . . , pr) indican puntos de Er y van a designar los para´metros.
Un primer axioma es que ha de existir una operacio´n P que determine anal´ıticamente sobre un
abierto de Er que contenga el vector nulo de Er una estructura de grupo.
Un segundo axioma es que la composicio´n verifique
∗∗
x = g
(∗
x,
∗
p
)
= g
(
g(x, p),
∗
p
)
= g
(
x, P
(
p,
∗
p
))
.
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Un tercer axioma es relativo a la transformacio´n ide´ntica del grupo que corresponde al elemento
neutro para la operacio´n P entre para´metros:
g(x, elemento neutro) = x.
Para un grupo con un para´metro que actu´a sobre el plano, R×R2 → R2, una transformacio´n g
es dada por expresiones
∗
x = X(x, u; p)
∗
u = U(x, u; p)
tales que para p = 0 se tenga
∗
x = x,
∗
u = u. Mediante desarrollo de Taylor se obtiene
∗
x = x+ p f(x, u) + O(p2)
∗
u = u + p h(x, u) + O(p2)
donde
f(x, u) =
∂X(x, u; p)
∂p
∣∣∣∣
p=0
,
h(x, u) =
∂U(x, u; p)
∂p
∣∣∣∣
p=0
.
Lie llama transformacio´n infinitesimal al campo de vectores
v = f(x, u)
∂
∂x
+ h(x, u)
∂
∂u
.
Se llama campo de vectores prolongado, v(1), al campo de vectores
v(1) = f(x, u)
∂
∂x
+ h(x, u)
∂
∂u
+ (Dxh− uxDxf) ∂
∂ux
donde
Dx =
∂
∂x
+ ux
∂
∂u
.
La expresio´n Dxh− uxDxf resulta del siguiente desarrollo
∗
u∗
x
=
d
∗
u
d
∗
x
=
d
(
u+ ph+O(p2)
)
d
(
x + pf + O(p2)
) = ux + (hx + huux)p+ O(p2)
1 + (fx + fuux)p+O(p2)
= ux + [(hx + huux)− (fx + fuux)ux]p+O(p2)
= ux + [Dxh− uxDxf ]p+O(p2)
= ux + [hx + (hu − fx)ux − fuu2x]p+ O(p2).
El campo de vectores prolongado realiza la accio´n del grupo sobre funciones derivadas de primer
orden; puede decirse, sobre elementos de contacto de primer orden de la curva.
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Una ecuacio´n diferencial admite, o mejor, es invariante respecto a un grupo de Lie de transfor-
maciones si estas aplican curvas integrales en curvas integrales para la misma ecuacio´n.
¿Co´mo se determina, para una ecuacio´n diferencial dada, un grupo de Lie admitido por la
ecuacio´n?
La pregunta y la respuesta, ambas dadas por Lie, constituyen el criterio infinitesimal de in-
variacio´n.
Una vez efectuada la transformacio´n
∗
x = X(x, u, p),
∗
u = U(x, u, p) importa comparar las ecua-
ciones inicial y transformada:
ux = E(x, u),
∗
u∗
x
= E
(∗
x,
∗
u
)
para lo cual se emplea un desarrollo de Taylor.
Por una parte, se obtiene el par de funciones f(x, u), h(x, u) componentes del campo de vectores.
Por otra parte, se tiene, tambie´n por desarrollo de Taylor,
E
(∗
x,
∗
u
)
= E(x, u) + p
[
f
∂E
∂x
+ h
∂E
∂u
]
+O(p2).
El criterio infinitesimal de invariacio´n, debido a Lie, consiste en igualar los coeficientes de los
desarrollos en el primer orden. As´ı se obtiene
hx + (hu − fx)ux − fuu2x = fEx + hEu.
Para una ecuacio´n diferencial ordinaria de primer orden,
e(x, u, ux) = 0 = ux −E(x, u)
el criterio infinitesimal de invariacio´n puede enunciarse as´ı [?].
Teorema. Un grupo conexo de transformaciones, G, es un grupo de simetr´ıa para la ecuacio´n
e(x, u, ux) = 0 = ux−E(x, u), si y solo si v(1)(e) = 0, siempre que e(x, u, ux) = 0, para cualquier
generador infinitesimal v, del a´lgebra de Lie, g, del grupo, G.
As´ı, pues, se ha de cumplir que
v(1)(e) =
[
f
∂
∂x
+ h
∂
∂u
+ (Dxh − uxDxf) ∂
∂ux
]
[ux − E(x, u)] = 0
siempre que ux −E(x, u) = 0.
Al desarrollar la condicio´n, resulta una ecuacio´n diferencial parcial
hx + (hu − fx)E − fuE2 − fEx − hEu = 0,
ecuacio´n determinante de las simetr´ıas, si la ecuacio´n diferencial tiene alguna.
Hay dos funciones inco´gnitas f , g que han de satisfacer a una sola ecuacio´n, por lo que es de
suponer que siempre haya solucio´n. Lo que va a suceder generalmente es que ella no es expresable
mediante funciones elementales.
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Aplicar el criterio infinitesimal de invariacio´n a la ecuacio´n generalizada de Riccati,
ux = L(x)u2 +M(x)u+N (x) = E(x, u),
consiste en reemplazar E, Ex, Eu en la ecuacio´n determinante; se obtiene
0 =
[−fuL2]u4 + [−2fuLM ]u3 + [(hu − fx)L− fuM2 − 2fuLN − fLx]u2
+ [(hu − fx)M − 2fuMN − fMx − 2hL] u
+
[
hx + (hu − fx)N − fuN2 − fNx − hM
]
.
Esta es una ecuacio´n diferencial parcial de primer orden con dos funciones inco´gnitas f(x, u),
h(x, u) escrita como un polinomio respecto a la indeterminada u. Por lo tanto, se tiene el sistema
diferencial
fu = 0
(hu − fx)L− fLx = 0
(hu − fx)M − fMx − 2hL = 0
hx + (hu − fx)N − fNx − hM = 0
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎭
(A)
De la primera ecuacio´n del sistema diferencial (A) se sigue que f no depende de u.
Primera hipo´tesis: v = f(x)
∂
∂x
+ h(x)
∂
∂u
.
Las funciones coeficientes del campo de vectores f , h no dependen de u, sino solamente de la
variable x; entonces es posible expresar f en funcio´n de L y de ah´ı obtener la derivada fx. En
efecto, si hu = 0, de la segunda ecuacio´n se sigue que
fxL+ fLx = 0;
de donde, dado que L(x) = 0, para que la ecuacio´n sea de Riccati,
f(x) =
1
L(x)
.
Por lo tanto
fx = −Lx
L2
.
De la tercera ecuacio´n del sistema diferencial se sigue entonces que
0 = 2hL+ fMx + fxM = 2hL+
Mx
L
− LxM
L2
= 2hL+
LMx
L2
− LxM
L2
= 2hL+
d
dx
(
M
L
)
.
Por lo tanto
h = − 1
2L
d
dx
(
M
L
)
.
Resulta
hx = −12
[
d
dx
(
1
L
)
d
dx
(
M
L
)
+
1
L
d
dx
(
d
dx
(
M
L
))]
.
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Al reemplazar estas expresiones en la cuarta ecuacio´n del sistema diferencial se obtiene
d
dx
(
M
L
)[
M
2L
− 1
2
d
dx
(
1
L
)]
− d
dx
(
N
L
)
− 1
2L
(
d
dx
(
d
dx
(
M
L
)))
= 0
Si las funciones L(x),M(x),N (x) de la ecuacio´n generalizada de Riccati satisfacen esta condicio´n
diferencial entonces la ecuacio´n de Riccati es invariante respecto al grupo de Lie generado por
el campo de vectores cuyas funciones coeficientes son f(x), h(x).
Es decir, v(1)[ux − Lu2 −Mu−N ] = 0 siempre que ux = Lu2 +Mu+N , donde
v(1) =
1
L
∂
∂x
− 1
2L
d
dx
(
M
L
)
∂
∂u
−
[
1
2
d
dx
(
1
L
)
d
dx
(
M
L
)
+
1
2L
d
dx
(
d
dx
(
M
L
))
+ ux
d
dx
(
1
L
)]
∂
∂ux
.
Proposicio´n. La ecuacio´n generalizada de Riccati
ux = L(x)u2 +M(x)u+N (x)
cuyos coeficientes L(x), M(x), N (x) satisfagan la condicio´n diferencial
d
dx
(
M
L
)[
M
2L
− 1
2
d
dx
(
1
L
)]
− d
dx
(
N
L
)
− 1
2L
(
d
dx
(
d
dx
(
M
L
)))
= 0
es invariante respecto al campo de vectores
v = f(x)
∂
∂x
+ h(x)
∂
∂u
=
1
L(x)
∂
∂x
− 1
2L(x)
d
dx
(
M
L
)
∂
∂u
.
Ejemplo. Conside´rese la familia de ecuaciones
ux = Lxau2 +Mxbu+Nxc,
en la cual
L(x) = Lxa, M(x) = Mxb, N (x) = Nxc
donde L, M , N , a, b, c son constantes determinables por el cumplimiento de la condicio´n
diferencial.
Se tienen las relaciones
d
dx
(
1
L(x)
)
=
d
dx
(
1
Lxa
)
= − a
Lxa+1
d
dx
(
M(x)
L(x)
)
=
M
L
d
dx
(
xb−a
)
=
M
L
(b− a)xb−a−1
d
dx
(
N (x)
L(x)
)
=
N
L
d
dx
(
xc−a
)
=
N
L
(c− a)xc−a−1
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Por lo tanto,
0 =
d
dx
(
M(x)
L(x)
)[
M(x)
2L(x)
− 1
2
d
dx
(
1
L(x)
)]
− d
dx
(
N (x)
L(x)
)
− 1
2L(x)
d
dx
(
d
dx
(
M(x)
L(x)
))
=(b− a)M
L
xb−a−1
[
Mxb
2Lxa
+
1
2
a
Lxa+1
]
− (c− a)N
L
xc−a−1
− (b− a)(b− a − 1)Mx
b−a−2
2L2xa
=(b− a)M
2
2L2
x2b−2a−1 +
(b− a)aM
2L2
xb−2a−2 − (c− a)N
L
xc−a−1
− (b− a)(b− a − 1) M
2L2
xb−2a−2
Para que los exponentes de x sean iguales, ha de tenerse
2b− 2a− 1 = c− a− 1 = b− 2a− 2.
De 2b− 2a− 1 = b− 2a− 2 se sigue b = −1.
De c− a− 1 = (−1)− 2a− 2 se sigue que c = −a − 2.
As´ı, los tres exponentes son iguales a −2a− 3.
En cuanto a los coeficientes se obtiene:
(b− a)M
2
2L2
+
(b− a)a
2
M
L2
− (c− a)N
L
− (b− a)(b− a− 1)
2L2
=
= −a+ 1
2L2
[
2aM +M(M + 2)− 4LN]
Hay dos maneras interesantes de anular este producto.
Una es a = −1; entonces, la ecuacio´n es de la forma
ux =
Lu2 +Mu+N
x
.
El campo de vectores toma la forma v =
x
L
∂
∂x
y el campo prolongado es
v(1) =
x
L
∂
∂x
− ux
L
∂
∂ux
y se cumple la condicio´n de invariacio´n.
Las variables en la ecuacio´n resultan separadas
du
Lu2 +Mu +N
=
dx
L
.
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Por otra parte, si M = 0 ha de ser tambie´n N = 0.
La ecuacio´n se reduce a
ux = Lxau2,
igualmente de coordenadas separables.
Un segundo modo de anular el producto, como ha de ser, es suponiendo M = 0,
a =
4LN −M(M + 2)
2M
,
Se dispone de las tres constantes L, M , N para obtener valores de a; por ello se habla de familia
de ecuaciones de Riccati.
El campo de vectores sera´ de la forma
v =
1
Lxa
∂
∂x
+
(a+ 1)M
2L2
1
x2(a+1)
∂
∂u
.
Un caso particular es aquel en que L = M = N = 1. Entonces
a =
1
2
ux = x1/2u2 +
u
x
+
1
x5/2
v =
1
x1/2
∂
∂x
+
3
4x3
∂
∂u
v(1) =
1
x1/2
∂
∂x
+
3
4x3
∂
∂u
+
(
−9
4
1
x4
+
ux
2x3/2
)
∂
∂u
Se cumple la condicio´n de invariacio´n.
Para aplicar el algoritmo de Lie, que conduce a la separacio´n de las coordenadas en la ecuacio´n
diferencial, se determina una funcio´n invariante respecto al campo, es decir, una funcio´n t tal
que
v(t) = 0 =
1
x1/2
∂t
∂x
+
3
4x3
∂t
∂u
.
Se obtiene
t = u+
1
2
1
x3/2
.
Luego se determina una segunda funcio´n w tal que
v(w) = 1 =
1
x1/2
∂w
∂x
.
Se obtiene
w =
2
3
x3/2.
Las funciones t, w son difeomorfismos expresados en funcio´n de las variables x, u. Donde sean
inversibles, x = 0, se tiene
x =
(
3
2
)2/3
w2/3,
u = t− 1
3w
.
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Ahora puede calcularse ux =
du
dx
.
Al reemplazar en la ecuacio´n de Riccati en cuestio´n, esta deviene una con coordenadas separadas,
es decir, integrable
dw =
dt
t2
.
Al reemplazar en la solucio´n
w = −1
t
,
las funciones w = w(x, u), t = t(x, u) se obtiene la expresio´n de la solucio´n expresada en las
coordenadas iniciales.
Segunda hipo´tesis: v = f(x)
∂
∂x
+
[
i(x)u+ j(x)
] ∂
∂u
.
La funcio´n f solo depende de x. La funcio´n h(x, u) = i(x)u+ j(x) depende linealmente de u.
Mediante la ecuacio´n determinante de campo de vectores respecto del cual una ecuacio´n ux =
E(x, u) sea invariante, se ha de tener
0 = hx + (hu − fx)E − fEx − hEu.
Para la ecuacio´n generalizada de Riccati
ux = L(x)u2 +M(x)u+N (x) = E(x, u),
es
Ex = Lxu2 +Mxu+Nx,
Eu = 2Lu +M.
Por lo tanto, en la ecuacio´n determinante se tiene
0 = ixu+ jx + (i− fx)(Lu2 +Mu +N )− f(Lxu2 +Mxu+Nx)
− (iu+ j)(2Lu+M)
= u2 [−iL− Lfx − fLx] + u [ix − fxM − fMx − 2jL]
+ [jx − jM + iN − fxN − fNx]
De donde se obtiene el sistema (B)
fu = 0
iL+ fxL+ fLx = 0
ix − fxM − fMx − 2jL = 0
jx − jM + iN − fxN − fNx = 0
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎭
(B)
De la segunda ecuacio´n en el sistema diferencial (B) resulta
i(x) = −fx − f Lx
L
;
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por lo tanto
ix = −fxx − fxLx
L
− f Lxx
L
+ f
L2x
L2
.
De la tercera ecuacio´n del sistema diferencial (B) resulta
j(x) =
1
2
[
−fxx
L
− fxLx
L2
− f Lxx
L2
+ f
L2x
L3
− fxM
L
− f Mx
L
]
.
De donde
2jx = − fxxx
L
− fxLxx
L2
+ 3fx
L2x
L3
− fxLxx
L2
− f Lxxx
L2
+ 2f
LxLxx
L3
− 3f L
3
x
L4
− 2fxMx
L
+ fx
LxM
L2
− f Mxx
L
+ f
MxLx
L2
.
Al reemplazar en 2(jx − jM + iN − fxN − fNx) = 0, se obtiene
0 =
(
− 1
L
)
fxxx + fx
[
−2Lxx
L2
+ 3
L2x
L3
+ 2
LxM
L2
− 2Mx
L
+
M2
L
− 4N
]
+ f
[
−Lxxx
L2
+ 4
LxLxx
L3
+
LxxM
L2
− 3L
3
x
L4
+
LxMx
L2
− L
2
xM
L3
− 2LxN
L
+
MMx
L
− Mxx
L
− 2Nx
]
.
Finalmente,
0 = fxxx + fx
(
2
Lxx
L
− 3L
2
x
L2
− 2LxM
L
+ 2Mx −M2 + 4LN
)
+ f
(
Lxxx
L
− 4LxLxx
L2
− LxxM
L
+ 3
L3x
L3
− LxMx
L
+
L2xM
L2
+ 2LxN −MMx +Mxx + 2LNx) .
Las funciones f(x), L(x), M(x), N (x) han de verificar esta ecuacio´n diferencial ordinaria de
tercer orden, lineal en la inco´gnita f , para que la ecuacio´n generalizada de Riccati admita un
grupo de Lie de transformaciones.
El problema de resolver una ecuacio´n de primer orden, la generalizada de Riccati, se ha compli-
cado, puesto que requiere resolver una ecuacio´n de tercer orden, lineal en la inco´gnita f , pero
con diez y siete te´rminos.
Es posible modificar el problema. En efecto, la ecuacio´n generalizada de Riccati puede ser trans-
formada de modo que el coeficiente L(x) del te´rmino cuadra´tico sea la unidad. Entonces, la
ecuacio´n de tercer orden con diez y siete te´rminos, deviene
0 = fxxx + fx(2Mx −M2 + 4LN ) + f(Mxx −MMx + 2LNx)
Adema´s, la ecuacio´n de Riccati puede ser transformada de modo que sea nulo el coeficiente M
del te´rmino lineal. La ecuacio´n de Riccati toma la forma llamada reducida
ux = u2 +R(x),
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forma inicialmente considerada por Riccati y por quienes posteriormente se ocuparon de ella.
La ecuacio´n de tercer orden toma la forma
fxxx + 4Rfx + 2fRx = 0.
Teorema. Una ecuacio´n reducida de Riccati,
ux = u2 + R(x)
es invariante respecto del campo de vectores
v = f(x)
∂
∂x
−
(
ufx +
1
2
fxx
)
∂
∂u
,
si y solo si
fxxx + 4R(x)fx + 2fRx = 0.
Como la de Riccati, es esta una notable ecuacio´n de tercer orden en la funcio´n inco´gnita a la que
puede llegarse desde diversos enfoques. Como para la de Riccati, no es trivial hallar soluciones.
A diferencia de la de Riccati, esta es lineal. Adema´s, puede ser estudiada mediante el algoritmo
de Lie. Para dar algunos pasos en este sentido, conviene precisar lo que se entiende por ecuacio´n
diferencial ordinaria de tercer orden; por prolongacio´n de un campo de vectores al tercer orden;
por invariacio´n de una ecuacio´n diferencial ordinaria de tercer orden respecto de un campo de
vectores.
El tema es extenso. Se consigna aqu´ı lo indispensable para la ecuacio´n de tercer orden que
resdulta asociada a la de Riccati. Para ma´s detalles, ver: ([?], pp. 158-160); [?], cap´ıtulos 1, 2,
3).
Se denota R2 el espacio euclidiano de dimensio´n dos.
Una curva f , C∞ en R2, tiene tangente u´nica en cada punto
(
x, f(x)
)
. Se denota R21 la variedad
diferenciable de los elementos lineales de R2 y
(
x, f(x), fx(x)
)
un elemento cualquiera de R21. Se
tiene que dimR21 = 3.
Una ecuacio´n diferencial ordinaria de primer orden es una relacio´n entre elementos de R21.
Una transformacio´n entre elementos lineales hace corresponder, punto por punto, a una curva y
su tangente, la curva transformada y su tangente transformada.
Mediante desarrollo de Taylor al primer orden se tiene
∗
x = x+ p f(x, u) + O(p2)
∗
u = u+ p h(x, u) + O(p2)
∗
u∗
x
=
d
∗
u
d
∗
x
= ux + p(Dxh − uxDxf) + O(p2)
donde se designa la derivacio´n total mediante
Dx =
∂
∂x
+ ux
∂
∂u
.
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La transformacio´n actu´a entonces mediante el campo de vectores prolongado
v(1) = f(x, u)
∂
∂x
+ h(x, u)
∂
∂u
+ (Dxh− uxDxf) ∂
∂ux
.
Mediante invariacio´n por el campo de vectores prolongado una vez son invariantes una ecuacio´n
diferencial de primer orden y las propiedades que esta conlleva relativas a elementos lineales, o
lo que es lo mismo, elementos de contacto de primer orden.
A ma´s de elementos lineales sobre una curva es posible considerar elementos de curvatura, es a
saber, propiedades expl´ıcitas relativas al radio de curvatura de una curva en cada punto. Cada
elemento se representa mediante cuatro nu´meros reales
(
x, f(x), fx(x), fxx(x)
)
. Si la variedad
de estos elementos de segundo orden de R2 es designada mediante R22, entonces, dimR
2
2 = 4.
Una transformacio´n actu´a sobre los elementos de contacto de segundo orden mediante la segunda
prolongacio´n del campo de vectores.
Una ecuacio´n diferencial ordinaria de segundo orden es una relacio´n entre elementos de contacto
de segundo orden.
A las tres expresiones escritas antes para
∗
x,
∗
u,
∗
u∗
x
, hay que an˜adir una cuarta
∗∗
u ∗
x
∗
x
=
d
∗
u∗
x
d
∗
x
= uxx + p
[
Dx(Dxh− uxDxf)− uxxDxf
]
+O(p2)
donde
Dx =
∂
∂x
+ ux
∂
∂u
+ uxx
∂
∂ux
.
El campo de vectores prolongado al segundo orden es la expresio´n
v(2) = f(x, u)
∂
∂x
+ h(x, u)
∂
∂u
+ (Dxh− uxDxf) ∂
∂ux
+
[
Dx(Dxh− uxDxf)− uxxDxf
] ∂
∂uxx
.
El criterio infinitesimal de invariacio´n se enuncia en ([?], p. 179).
Teorema. Un grupo conexo de transformaciones, G, es un grupo de simetr´ıa para la ecuacio´n
diferencial ordinaria de segundo orden
e(x, u, ux, uxx) = 0 = uxx − E(x, u, ux),
si y solo si
v(2)
[
uxx −E(x, u, ux)
]
= 0,
siempre que uxx = E(x, u, ux) para cualquier generador infinitesimal, v, del a´lgebra de Lie, g,
del grupo, G.
Si se consideran una curva C∞, y en cada punto de ella, elementos de contacto de primero, de
segundo y de tercer o´rdenes, entonces la variedad as´ı constituida a partir de R2 se denota R23:
es la variedad de los elementos de contacto de tercer orden de R2. dimR23 = 5.
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Una ecuacio´n diferencial ordinaria de tercer orden es una relacio´n diferencial entre elementos de
contacto de tercer orden de R2. Cada elemento de R23 se representa mediante cinco nu´meros reales(
x, f(x), fx(x), fxx(x), fxxx(x)
)
.
Una transformacio´n actu´a sobre elementos de contacto de tercer orden mediante la tercera
prolongacio´n del campo de vectores.
A las cuatro coordenadas
∗
x,
∗
u,
∗
u∗
x
,
∗
u∗
x
∗
x
del elemento de contacto imagen expresado mediante las
coordenadas x, u, ux, uxx del elemento de contacto que se transforma, se an˜ade una quinta
∗
u∗
x
∗
x
∗
x
=
d
∗
u∗
x
∗
x
d
∗
x
= uxxx + p
{
Dx
[
Dx(Dxh − uxDxf) − uxxDxf
] − uxxxDxf
}
+O(p2)
El campo de vectores prolongado hasta el tercer orden toma la forma
v(3) = f(x, u)
∂
∂x
+ h(x, u)
∂
∂u
+ (Dxh− uxDxf) ∂
∂ux
+
[
Dx(Dxh− uxDxf)− uxxDxf
] ∂
∂uxx
+
{
Dx
[
Dx(Dxh− uxDxf)− uxxDxf
]− uxxxDxf
} ∂
∂uxxx
.
Una ecuacio´n diferencial ordinaria de tercer orden es una relacio´n diferencial entre elementos de
contacto de tercer orden
e(x, u, ux, uxx, uxxx) = 0 = uxxx − E(x, u, ux, uxx).
El criterio infinitesimal de invariacio´n puede expresarse as´ı:
Teorema. Un grupo conexo de transformaciones, G, es un grupo de simetr´ıa para la ecuacio´n
diferencial ordinaria de tercer orden
e(x, u, ux, uxx, uxxx) = 0 = uxxx − E(x, u, ux, uxx),
si y solo si
v(3)
[
uxxx − E(x, u, ux, uxx)
]
= 0,
siempre que uxxx = E(x, u, ux, uxx) para cualquier generador infinitesimal, v, del a´lgebra de Lie,
g, del grupo de Lie, G.
Para estudiar segu´n el algoritmo de Lie la ecuacio´n
fxxx + 4Rfx + 2fRx = 0.
es preciso aplicar a esta ecuacio´n el criterio infinitesimal de invariacio´n para las ecuaciones
diferenciales ordinarias de tercer orden, vale decir, el u´ltimo teorema enunciado.
Dada la extensio´n que tomar´ıan los ca´lculos, se abrevia el procedimiento, al suponer conocido
el teorema siguiente demostrado por el mismo Lie.
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Proposicio´n. Una ecuacio´n diferencial ordinaria de orden r > 2 admite a lo ma´s r + 4 trans-
formaciones infinitesimales independientes entre s´ı.
Las siete para r = 3, son
∂
∂x
,
∂
∂u
, x
∂
∂x
, x
∂
∂u
, u
∂
∂u
, x2
∂
∂u
, x2
∂
∂x
+ 3xu
∂
∂u
.
Se esta´ indagando si existe una funcio´n f tal que respecto del campo
v = f
∂
∂x
+ h
∂
∂u
,
donde h se expresa mediante funciones derivadas de f , sea invariante la ecuacio´n reducida de
Riccati: ux = u2 +R(x).
En tal indagacio´n se ha llegado a una condicio´n necesaria y suficiente expresada mediante la
ecuacio´n
fxxx + 4Rfx + 2fRx = 0.
Ahora se trata de estudiar esta u´ltima ecuacio´n siempre mediante el algoritmo de Lie, lo cual
implica determinar un campo de vectores nuevo, es decir, uno respecto del cual sea invariante,
no ya la ecuacio´n de Riccati, sino la ecuacio´n diferencial de tercer orden que expresa la condicio´n
necesaria y suficiente para que la de Riccati sea invariante respecto de un campo de vectores.
Para evitar confusio´n, en la ecuacio´n de tercer orden se sustituye la funcio´n inco´gnita f por la
funcio´n inco´gnita u; se obtiene
uxxx + 4Rux + 2uRx = 0.
En lo que sigue, salvo que se escriba lo contrario, el signo de f es el del corficiente en un campo
de vectores gene´rico v = f
∂
∂x
+ h
∂
∂u
.
Averiguada la invariacio´n respecto de cada uno de los siete posibles campos de vectores, resulta
que la ecuacio´n uxxx+4Rux+2uRx = 0 u´nicamente es invariante respecto del campo v = u
∂
∂u
.
Para el campo de vectores v = u
∂
∂u
, es f = 0, h = u.
Por lo tanto, para la primera prolongacio´n se obtiene
Dxh− uxDxf = Dxh− 0 =
(
∂
∂x
+ ux
∂
∂u
)
(u) = ux.
Para la segunda prolongacio´n es
Dx(Dxh − uxDxf)− uxxDxf = Dx(Dxh− 0)− 0 = Dx(Dxh)
=
(
∂
∂x
+ ux
∂
∂u
+ uxx
∂
∂ux
)
(ux) = uxx.
Para la tercera prolongacio´n es
Dx
[
Dx(Dxh− uxDxf)− uxxDxf
]− uxxxDxf
= Dx
[
Dx(Dxh− 0)− 0
]− 0 = Dx[Dx(Dxh)]
=
(
∂
∂x
+ ux
∂
∂u
+ uxx
∂
∂ux
+ uxxx
∂
∂uxx
)
(uxx) = uxxx.
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Por lo tanto el campo de vectores v = u
∂
∂u
prolongado tres veces es igual a
v(3) = u
∂
∂u
+ ux
∂
∂ux
+ uxx
∂
∂uxx
+ uxxx
∂
∂uxxx
.
Se verifica que la ecuacio´n es invariante respecto de v(3). En efecto
v(3)(uxxx + 4Rux + 2uRx)
=
(
u
∂
∂u
+ ux
∂
∂ux
+ uxx
∂
∂uxx
+ uxxx
∂
∂uxxx
)
(uxxx + 4Rux + 2uRx)
= u
∂
∂u
(2uRx) + ux
∂
∂ux
(4Rux) + uxxx
∂
∂uxxx
(uxxx)
= u2Rx + ux4R+ uxxx = 2uRx + 4Rux − 4Rux − 2uRx = 0.
Es decir, se cumple el criterio de invariacio´n infinitesimal para una ecuacio´n diferencial de tercer
orden.
Dado que la ecuacio´n diferencial ordinaria de tercer orden es invariante respecto a un campo de
vectores, ella es cano´nicamente reducible a una ecuacio´n diferencial ordinaria de segundo orden.
Ello se logra mediante integracio´n del campo de vectores.
Al campo v(3) corresponde, por la teor´ıa, la integral del sistema de ecuaciones diferenciales.
f = 0,
du
u
=
dux
ux
=
duxx
uxx
=
duxxx
uxxx
.
La integral del sistema suministra una secuencia de invariantes fundamentales.
Dado que f es ide´nticamente nulo, el primer invariante asociado a la transformacio´n es I = x.
Un segundo invariante es obtenido mediante solucio´n de la ecuacio´n diferencial ordinaria asociada
a la primera prolongacio´n
du
u
=
dux
ux
.
Se expresa la solucio´n en la forma
J =
ux
u
.
Con los invariante I , J se obtiene ([?], p. 140) un invariante, en este caso (J es de orden 1), de
orden dos, mediante derivacio´n, as´ı
dJ
dI
=
d(ux/u)
dx
=
d
dx
(ux
u
)
=
uxx
u
−
(ux
u
)2
=
uxx
u
− J2.
De donde
uxx = u
[
J2 +
dJ
dI
]
.
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Basta derivar una vez ma´s para obtener una expresio´n invariante para uxxx.
d2J
dI2
=
d
dI
(
dJ
dI
)
=
d
dx
[uxx
u
− J2
]
=
d
dx
(uxx
u
)
− d
dx
(
J2
)
=
uxxx
u
−
(ux
u
)(uxx
u
)
− 2J dJ
dI
=
uxxx
u
− J
(
dJ
dI
+ J2
)
− 2J dJ
dI
=
uxxx
u
− 3J dJ
dI
− J3.
Por lo tanto
uxxx = u
(
d2J
dI2
+ 3J
dJ
dI
+ J3
)
.
Al reemplazar en la ecuacio´n uxxx + 4Rux + 2uRx = 0, se obtiene
d2J
dI2
+ 3J
dJ
dI
+ J3 + 4JR+ 2Rx = 0.
Se logra, pues, una ecuacio´n diferencial de orden menor en uno, pero la resultante es una ecuacio´n
diferencial ordinaria de segundo orden no lineal, por consiguiente de ma´s dif´ıcil estudio que la
lineal de tercer orden; puede ser estudiada, no se hara´ aqu´ı, segu´n Vessiot, 1895.
Estudio de una ecuacio´n de Riccati-Bernoulli
Se puede aplicar el criterio de Lie a la ecuacio´n considerada por Riccati y por Bernoulli
ux = u2 + cxm = E(x, u),
cuando se supone que h(x, u) depende linealmente de u.
Es
Ex = cmxm−1
Eu = 2u.
Por la ecuacio´n determinante se tiene entonces
0 = ixu+ jx + (i− fx)
(
u2 + cxm
)− f (cmxm−1)− (iu+ j)(2u)
= u2(−i− fx) + u(ix − 2j) +
(
jx − cfxxm + icxm − cmfxm−1
)
De donde, el sistema diferencial
fu = 0
i+ fx = 0
ix − 2j = 0
jx + icxm − cfxxm − cmfxm−1 = 0
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎭
(C)
De la segunda ecuacio´n se obtiene i = −fx. Por lo tanto, ix = −fxx.
De la tercera ecuacio´n se sigue
j =
1
2
ix = −12fxx.
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Por lo tanto
jx = −12fxxx.
Al llevar estos valores a la cuarta ecuacio´n se obtiene
fxxx + 4cxmfx + 2cmxm−1f = 0.
Es la condicio´n a la que ha de satisfacer f para que pueda ser la funcio´n mediante la cual se
define un campo de vectores respecto del cual es invariante una ecuacio´n de Riccati.
Cuando se elige una f , puede irse ma´s alla´ en el estudio de la ecuacio´n.
Sea f(x) = xa+1. Entonces
fx = (a+ 1)xa
fxx = (a+ 1)axa−1
fxxx = (a+ 1)a(a− 1)xa−2.
La condicio´n de determinacio´n toma la forma
(a+ 1)a(a− 1)xa−2 + 4cxm(a+ 1)xa + 2cmxm−1xa+1 =
= (a+ 1)a(a− 1)xa−2 + 4(a+ 1)cxm+a + 2cmxm+a = 0.
Ha de ser
a− 2 = a+m.
Por lo tanto, m = −2, es decir, la ecuacio´n es
ux = u2 +
c
x2
.
Por otra parte
(a+ 1)a(a− 1) + 4(a+ 1)c+ 2cm = a(a+ 1)(a− 1) + 4ac
= a
[
(a+ 1)(a− 1) + 4c] = 0.
Se obtiene as´ı
o es a = 0, o es a2 − 1 + 4c = 0.
Una de las dos constantes, o a, o c, es arbitraria, pues las dos esta´n ligadas por una sola relacio´n.
Hay, entonces, una infinidad de posibilidades.
Para continuar en el estudio de la ecuacio´n cuando f(x) = xa+1, se calcula h(x, u) = i(x)u+j(x).
Dado que
i(x) = −(a+ 1)xa,
j(x) = −1
2
(a+ 1)axa−1,
se tiene que
h(x, u) = −(a+ 1)xau− 1
2
(a+ 1)axa−1.
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Se calcula la funcio´n t, invariante para el campo de vectores v, es decir,
v(t) = 0 = xa+1
∂t
∂x
−
[
(a+ 1)xau+
1
2
(a+ 1)axa−1
]
∂t
∂u
.
La integral de este campo de vectores es la solucio´n de la ecuacio´n diferencial
dx
xa+1
=
−du
(a+ 1)xau+ 12 (a+ 1)ax
a−1 ,
es la solucio´n de la ecuacio´n diferencial ordinaria de primer orden lineal
du
dx
+
(a+ 1)u
x
+
(a+ 1)a
2x2
= 0.
Su solucio´n es cano´nica
du
dx
+
(a+ 1)u
x
= 0
suministra
u =
1
xa+1
.
Luego, la composicio´n u = p(x)q(x) lleva a la ecuacio´n
q
[
px +
(a+ 1)
x
p
]
+ pqx +
(a+ 1)a
2x2
= 0.
El coeficiente de q es nulo.
Se obtiene, finalmente
u(x) = p(x)q(x) =
1
xa+1
[
t− (a+ 1)x
a
2
]
donde t es la constante de integracio´n.
Se determina una segunda funcio´n mediante la ecuacio´n
v(w) = 1 = xa+1
dw
dx
.
De donde
dw =
dx
xa+1
y
w =
1
−axa =
1
(−1)axa .
Lo que sigue supone desarrollo en el campo complejo para garantizar la correccio´n de operaciones
con potencias del nu´mero menos uno.
La inversa es
x =
1
(−1)1/aa1/aw1/a .
As´ı, puede escribirse tambie´n u = u(t, w), es decir, la expresio´n
u = (−1) a+1a aa+1a w a+1a t− a+ 1
2
(−1)1/aa1/aw1/a.
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Por lo tanto, puede obtenerse
ux =
du
dx
= −(−1) a+2a aa+2a aw 2(a+1)a dt
dw
− (−1) a+2a aa+2a (a+ 1)tw a+2a + (−1)2/aa2/a
(
a+ 1
2
)
w2/a.
Se calcula por otra parte u2 + c/x2.
El resultado es
(−1) 2(a+1)a a 2(a+1)a t2w 2(a+1)a + (a+ 1)
2
4
(−1)2/aa2/aw2/a
− (−1) a+2a aa+2a (a+ 1)tw a+2a + c(−1)2/aa2/aw2/a.
Ahora, se comparan te´rminos semejantes en una y en otra expresio´n.
A la izquierda se tiene
−(−1) a+2a aa+2a (a+ 1)tw a+2a .
A la derecha se tiene exactamente la misma expresio´n. Por lo tanto, se anulan.
Se comparan ahora los te´rminos en w2/a.
A la izquierda se tiene
(−1)2/aa2/a a+ 1
2
w2/a
Este te´rmino se lleva a la derecha para adicionarlo a sus semejantes
w2/a(−1)2/aa2/a
[
−a + 1
2
+
(a+ 1)2
4
+ c
]
.
El pare´ntesis rectangular es 14
[−1 + a2 + 4c]. Se muestra que la relacio´n entre los pare´ntesis
rectangulares ha de ser nula.
Restan los te´rminos:
a la izquierda
−(−1) a+2a aa+2a aw 2(a+1)a dt
dw
;
a la derecha
(−1) 2(a+1)a a 2(a+1)a t2w 2(a+1)a .
Al igualar se obtiene
− dt
dw
[
(−1) a+2a aa+2a a
]
= (−1) 2(a+1)a a 2(a+1)a t2.
Por lo tanto
− dt
dw
=
(−1) 2(a+1)a a 2(a+1)a t2
(−1) a+2a aa+2a a
= (−1) 2a+2−a−2a a 2a+2−a−2a t
2
a
= (−1)a/aaa/a t
2
a
=
(−1)a
a
t2 = −t2.
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Es decir, se ha llegado a la ecuacio´n en coordenadas separadas
dt
t2
= dw.
La solucio´n de esta ecuacio´n, sin la constante de integracio´n, es w = −1
t
. Dado que
t = xa
2xu+ a+ 1
2
,
w =
1
−axa ;
la solucio´n en las variables iniciales es
u =
a− 1
2x
.
Se verifica que es solucio´n porque al reemplazarla en la ecuacio´n
ux = u2 +
c
x2
se llega a la identidad
1− a
2x2
=
1− a
2x2
.
Co´mo obtener ecuaciones reducidas de Riccati, invariantes respecto a un
campo de vectores
fxxx + 4Rfx + 2fRx = 0
es una ecuacio´n funcional, de tercer orden y lineal en f ; o de primer orden y lineal en R.
La ecuacio´n ha aparecido en otros cap´ıtulos del ana´lisis; aqu´ı ha sido generada en el estudio de
las ecuaciones de Riccati mediante grupos de Lie.
Diversas consideraciones matema´ticas pueden hacerse acerca de la ecuacio´n, pero conducen en
general a ecuaciones ma´s complicadas, por ejemplo, una de segundo orden no lineal. As´ı que no
relaciona, lo cual podr´ıa haberse esperado, ecuaciones lineales ordinarias de segundo orden con
alguna ecuacio´n de Riccati, como lo hace la transformacio´n de Jakob Bernoulli.
Algo general que puede hacerse es aprovechar que la ecuacio´n es lineal y de primer orden en la
funcio´n R(x). Es decir, suponer que se conoce f(x), que esta funcio´n satisface las condiciones
requeridas. Se resuelve entonces la ecuacio´n.
Se puede enunciar una propiedad general.
Proposicio´n. A partir de la ecuacio´n diferencial
fxxx + 4Rfx + 2fRx = 0,
donde f es una funcio´n no nula por lo menos tres veces continuamente diferenciable, siempre es
posible determinar una solucio´n, R(x), por lo menos una vez continuamente diferenciable. Ma´s
precisamente
R(x) =
1
f2
[
constante− 1
2
∫
ffxxx dx
]
.
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Con esta propiedad puede considerarse una ma´s, dado que R(x) puede entenderse como la
funcio´n de x, que figura en una ecuacio´n reducida de Riccati.
Proposicio´n. La ecuacio´n reducida de Riccati
ux = u2 +
1
f2
[
constante− 1
2
∫
ffxxx dx
]
donde f es una funcio´n de una variable, de clase C3, no nula, es invariante respecto del campo
de vectores
v = f(x)
∂
∂x
−
(
ufx +
1
2
fxx
)
∂
∂u
.
Es, por lo tanto, soluble mediante el algoritmo de Lie.
Por ejemplo, para la funcio´n f(x) = xa, se obtiene
R(x) =
constante
x2a
− a(a− 2)
4x2
.
Este ejemplo, puede relacionarse con uno que figura en la exposicio´n del algoritmo de Kovacic.
No es seguro, sin embargo, que la teor´ıa de Lie pueda facilitar los complejos ca´lculos del algoritmo
de Kovacic.
A´lgebra de Lie infinita asociada a las ecuaciones de Riccati
ux = u2 +
c
x2
, (x = 0).
La condicio´n de invariacio´n conduce a la condicio´n diferencial
fxxx +
4c
x2
fx − 4c
x3
f = 0.
Para f constante, no se cumple la condicio´n.
Para f(x) = x, es fx = 1, fxx = fxxx = 0. Por lo tanto
0 +
4c
x2
− 4c
x2
= 0.
La condicio´n diferencial se cumple cualquiera sea el valor de c.
El campo en este caso es
v = x
∂
∂x
− u ∂
∂u
.
Para f(x) = x2, la condicio´n diferencial se cumple solo si c = 0.
Para f(x) = x3, la condicio´n diferencial se cumple si c = −3/4.
Para f(x) = 1/x, la condicio´n diferencial se cumple si c = −3/4.
Para f(x) = 1/x2, ha de ser c = −2.
566
Ecuacio´n de Riccati mediante Grupos de Lie
Se puede escribir, para facilitar las operaciones que siguen, en general,
va = xa
∂
∂x
−
[
axa−1u+
a(a− 1)
2
xa−2
]
∂
∂u
,
vb = xb
∂
∂x
−
[
bxb−1u+
b(b− 1)
2
xb−2
]
∂
∂u
Estos son campos de vectores de la forma ba´sica (porque surgen de la pregunta inicial de campos
de vectores respecto de los cuales una ecuacio´n de Riccati es invariante)
v = f(x)
∂
∂x
−
(
ufx +
1
2
fxx
)
∂
∂u
.
Al hacer el producto de Lie con los campos de vectores va, vb, se obtiene, a < b,
[va, vb] = (b− a)vb+a−1.
Precisamente, a < b,
[va, vb] = (b− a)xa+b−1 ∂
∂x
+
{[
a(a− 1)− b(b− 1)]
[
xu+
(
a+ b− 2
2
)]
xa+b−3
}
∂
∂u
.
Se obtiene el vector nulo, cuando a = b.
Igualmente, se cumple la identidad de Jacobi
[
va, [vb, vc]
]
+
[
vb, [vc, va]
]
+
[
vc, [va, vb]
]
= 0
Se tiene, pues, un a´lgebra de Lie.
En particular, con los campos de vectores v0, v1, v2 se tiene
v0 v1 v2
v0 0 v0 2v1
v1 −v0 0 v2
v2 −2v1 −v2 0
Esta es la estructura del a´lgebra finita SL(2,R).
Cuando un sub´ındice es diferente de 0, 1, 2, el a´lgebra se extiende indefinidamente. Una ilus-
tracio´n muestra el resultado hasta sub´ındice 8. Desde luego, el cuadro completo se obtiene
escribiendo los sime´tricos negativos.
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v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8
v0 0 v0 2v1 3v2 4v3 5v4 6v5 7v6 8v7
v1 0 v2 2v3 3v4 4v5 5v6 6v7 7v8
v2 0 v4 2v5 3v6 4v7 5v8 6v9
v3 0 v6 2v7 3v8 4v9 5v10
v4 0 v8 2v9 3v10 4v11
v5 0 v10 2v11 3v12
v6 0 v12 2v13
v7 0 v14
v8 0
El a´lgebra resulta asociada a la ecuacio´n de Riccati ux = u2 + c/x2, en cuanto se cumpla la
condicio´n diferencial
fxxx +
4c
x2
fx − 4c
x3
f = 0,
la cual para f(x) = xa+1 implica la relacio´n algebraica
a2 − 1 + 4c = 0.
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